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Vorwort. 

Gewisse  geometrische  Verwandtschaften  zwischen  Elementen 
A und  a zweier  Räume  22'  besitzen  die  Eigenschaft,  alle 
Elemente  A eines  Elementes  a in  die  Elemente  a!  eines  Ele- 
mentes A'  überzuführen.  In  einer  Korrelation  z.  B.  entsprechen 
den  Punkten  einer  Ebene  die  Ebenen  eines  Punktes.  Ich  über- 
trug diese  Eigenschaft  auf  Punkt -Kugeltransformationen  und 
nannte  Korrespondenzen  dieser  Art  doppelseitig.  Anschließend 
an  eine  kurze  Theorie  der  so  definierten  Transformationen  stellte 
ich  mir  die  Aufgabe,  aus  ihnen  eine  Berührungstransformation 
der  Kugeln  herzuleiten. 

Meinen  hochverehrten  Lehrern,  Herrn  Prof.  Dr.  W.  Ludwig, 
der  diese  Abhandlung  anregte  und  durch  in  liebenswürdigster 
Weise  erteilte  Ratschläge  stets  von  neuem  gefördert  hat,  sowie 
Herrn  Prof.  Dr.  E.  N a e t s c h , der  das  Korreferat  übernahm, 
sage  ich  aufrichtigen  Dank. 

Dresden,  Mai  1920. 

A.  F.  Fischer. 
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§1. 

1.  Zwischen  zwei  Räumen  22'  bestehe  eine  geometrische 
Terwandtschaft  U,  die  jedem  Punkte  P des  ersten  Raumes  ein- 
deutig eine  Kugel  ri  des  zweiten  zuordnet.  Wir  beschränken 
uns  ausschließlich  auf  reelles  Gebiet  und  setzen  die  Trans- 
formation als  algebraisch  voraus.  Damit  soll  Folgendes  gesagt 
werden:  Bewegt  sich  P stetig  auf  einer  algebraischen  Fläche  Q, 
so  laufe  der  Mittelpunkt  der  Kugel  ri  stetig  auf  einer  algebraischen 
Fläche  Q' , und  ihr  Radius  möge  sich  stetig  ändern.  Da  der 
Raum  oo 4 Kugeln  aber  nur  oo3  Punkte  enthält,  müssen  die 
Kugeln  von  2r  ein  gewisses  System  P von  oo3  Kugeln  bilden. 
Wir  machen  die  Annahme,  daß  jeder  Punkt  R'  von  2'  die 
Einhüllende  von  oo 2 Kugeln  dieses  Systems  ist.  Die  U sei  nun 
so  beschaffen,  daß  durch  ihre  Inverse  U-1  den  erwähnten  durch 
R'  gehenden  Kugeln  die  Punkte  einer  Kugel  q von  2 ent- 
sprechen. Die  U-1  schließt  dann  eine  neue  Transformation  IT 
^ ein,  die  jedem  Punkte  von  2 ' eine  Kugel  von  2 zuordnet  und 

von  uns  ebenfalls  als  eindeutig  und  algebraisch  vorausgesetzt 
wird.  Auch  die  Kugeln  des  Raumes  2 bilden  ein  bestimmtes 
System  r,  das  mit  jedem  Punkte  P von  2 zweifach  unendlich 
viele  Kugeln  gemein  hat.  Diese  nämlich  sind  in  der  IT  den 
Punkten  derjenigen  Kugel  ri  zugeordnet,  die  dem  P in  der  11 
' entspricht. 

U und  IT  sind  demnach  zwei  vollkommen  gleichartige  Punkt- 
Kugeltransformationen  zwischen  2 und  2r  von  der  Eigenschaft, 
daß  jedem  Punkte  einer  Kugel  des  Kugelsystems 
des  einen  Raumes  eine  Kugel  durch  den  zugeordneten 
Punkt  des  anderen  entspricht,  und  durch  jeden  be- 
5 liebigen  Punkt  oo2  Kugeln  der  beiden  Systeme  gehen.  Durch 

zwei  Punkte  geht  keine,  eine  oder  gehen  oo 1 Kugeln  des  Systems 
r bezw.  P,  je  nachdem  die  diesen  Punkten  in  der  U bezw.  IT 
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zugeordneten  beiden  Kugeln  einander  meiden,  berühren  oder 
schneiden.  Durch  drei  Punkte  geht  nur  eine,  gehen  zwei  oder 
oo  1 Kugeln  eines  Systems,  je  nachdem  die  diesen  Punkten  zu- 
geordneten Kugeln  einen,  zwei  oder  oo 1 Punkte  gemein  haben. 
Im  letzteren  Falle  bestimmen  diese  drei  Kugeln  einen  elliptischen 
Büschel1)  Dieser  und  der  elliptische  Büschel  dessen 
Grundkreis2)  durch  die  drei  vorgelegten  Punkte  bestimmt  ist, 
sind  so  aufeinander  bezogen,  daß  jedem  Punkte  des  Grundkreises 
des  einen  Büschels  eine  Kugel  des  anderen  entspricht.  Wir 
sagen,  U und  IT  bilden  eine  doppelseitige  Punkt- 
Kugeltransformation.  Diese  ist  nach  den  gemachten 
Voraussetzungen  eine  Berührungstransformation. 

2.  Die  Transformationen  U und  IT  können  höchstens  ein- 
zweideutig sein.  Würden  nämlich  etwa  einer  Kugel  von  J" 
drei  Punkte  von  2 entsprechen,  so  wären  den  oc2  Punkten 
dieser  Kugel  die  oo1  durch  jene  drei  Punkte  gehenden  Kugeln 
zugeordnet.  Das  aber  widerspricht  dem  algebraischen  Charakter 
der  Verwandtschaft.  Es  werde  jetzt  angenommen,  die  IT  sei 
durchweg  eineindeutig.  Einem  Punkte  P'  von  2’  ent- 
spreche die  Kugel  n von  T.  Beschreibt  ein  Punkt  die  tz,  so 
wandert  der  Mittelpunkt  der  diesem  Punkte  zugeordneten  durch 
P'  gehenden  Kugel  auf  einer  algebraischen  Fläche  IT . Diese 
soll  der  Deferent  von  P'  heißen.  Es  entsteht  die  Frage: 
Von  welcher  Ordnung  sind  die  Punkt-Deferenten  des  Raumes 
2',  wenn  die  W!  durchweg  eineindeutig  ist? 

Es  seien  ABC  drei  Punkte  einer  Kugel  n von  T\  Die 
diesen  Punkten  in  der  U zugeordneten  Kugeln  a ' ßr  / gehen 
durch  den  Punkt  P',  welcher  der  n entspricht,  und  bestimmen 
entweder  einen  Kugelbündel  W oder  sie  gehören  einem  Büschel 
an.  Im  erstem  Falle  läßt  sich  zeigen,  daß  jedem  Punkte  L des 
Kreises  ABC  eine  Kugel  V von  W zugeordnet  ist.  Angenommen, 

J)  Über  die  Grundbegriffe  der  Kugelgeometrie  vergleiche  man  B-eye, 
Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugelsysteme  1879 ; 
Web  er -Well  st  ein , Enzyklopädie  der  Elementar-Mathematik  1905  Teil  II 
S.  51. 

2)  Die  Kugeln  eines  elliptischen  Büschels  haben  einen  reellen  Kreis- 
gemein,  den  Grundkreis. 
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* l’  gehöre  dem  ¥ nicht  an.  Stets  hat  dann  V mit  zweien  der 

genannten  drei  Kugeln,  etwa  mit  o! ßr,  außer  P'  noch  einen 
zweiten  Punkt  P/  gemein.  Diesem  entspricht  in  der  IT  eine 
durch  ABL  also  auch  ABC  gehende  und  wegen  der  Ein- 
eindeutigkeit der  IT  von  n verschiedene  Kugel  Das  aber 

ist  unmöglich.  Ist  nämlich  ¥ parabolisch,  haben  also  o!  ß'  / 
nur  den  Punkt  P'  gemein,  so  gibt  es  außer  n keine  weitere 
durch  ABC  gehende  Kugel.  Ist  aber  ¥ elliptisch,  so  haben 
a!  ßr  / noch  einen  zweiten  von  P'  verschiedenen  Punkt  P2'  gemein, 
dem  in  der  IT  eine  weitere  Kugel  tt2  durch  ABC  entspricht. 
Die  Punkte  ABC  hätten  dann  drei  Kugeln  nn1  von  r ge- 
mein, und  es  würden  entgegen  unseren  Annahmen  auch  «'  ß’  y’ 
Kugeln  eines  elliptischen  Büschels  sein  (vgl.  Abschnitt  1,  Ende). 

Im  zweiten  Falle,  wenn  also  o!  ß'  yr  einem  Büschel  angehören, 
läßt  sich  unter  Zurückführung  auf  den  ersten  beweisen,  daß  den 
Punkten  von  n die  Kugeln  eines  parabolischen  Bündels  mit  P' 
als  Zentrum  entsprechen.  Es  sei  D ein  vierter,  nicht  auf  dem 
Kreise  ABC  liegender  Punkt  von  ji,  dessen  zugeordnete  Kugel  dr 
nicht  dem  Büschel  a ' ß'  y angehören  möge,  also  mit  a!  ß'  y'  einen 
? Bündel  ¥ bestimmt.  Auf  einem  der  durch  D einerseits  und 

je  zwei  der  Punkte  ABC  andrerseits  bestimmten  drei  Kreise, 
etwa  auf  DAB,  sei  ferner  M ein  Punkt,  dessen  zugeordnete 
’ Kugel  //  nicht  dem  durch  P'  als  Zentrum  und  ö'  bestimmten 

parabolischen  Büschel  angehört.  Punkte  wie  D und  M muß 
es  stets  geben.  Ist  nun  X irgendein  vorgelegter  Punkt  von  nr 
so  bilde  man  den  zweiten  Schnittpunkt  N des  Kreises  DMX 
mit  einem  der  beiden  Kreise  DBC  oder  DCA.  Den  Punkten 
XN  mögen  in  der  U die  Kugeln  fV.  entsprechen.  Nach  den 
Ergebnissen  des  ersten  Falles  ist  sowohl  jj!  als  auch  v eine 
Kugel  von  ¥=d ' o!  ß'  /.  Es  können  nun  zwei  Möglichkeiten 
eintreten.  Erstens:  Die  Kugeln  d' fj! v gehören  einem  Büschel  <I> 
von  ¥ an.  Wegen  der  über  den  Punkt  M getroffenen  Voraus- 
setzungen kann  der  ^ nur  elliptisch  sein.  Dann  ist  (Abschnitt  1, 
Ende)  auch  £'  eine  Kugel  von  $ also  von  ¥.  Zweitens:  Die 
genannten  Kugeln  gehören  keinem  Büschel  an.  Dann  ist  durch 
sie  ein  Bündel  bestimmt,  nämlich  der  ¥)  und  es  muß  auch  dem 
X als  einem  Punkte  des  Kreises  D M N eine  Kugel  von  ¥ ent- 
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sprechen.  Der  Bündel  ¥ kann  nur  parabolisch  sein,  weil  im 
elliptischen  Falle  entgegen  der  Eineindeutigkeit  von  IT  der 
Kugel  7i  zwei  Punkte,  nämlich  die  Grundpunkte1)  von  ¥ zu- 
geordnet wären.  Wir  finden  somit  das  fundamentale  Ergebnis: 
Wenn  die  IT  durchweg  eineindeutig  ist,  und  durch 
einen  Punkt  P'  von  2'  drei  Kugeln  aus  V gehen, 
die  einem  Büschel  angehören,  also  drei  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  in  einer  Geraden  liegen,  so 
bilden  die  sämtlichen  demP'  angehörenden  Kugeln 
von/7'  einen  parabolischen  Bündel  mit  P'  als  Zentrum. 
Der  Deferent  des  Punktes  P'  ist  also  eine  durch 
ihn  gehende  Ebene.  Die  Bedeutung  dieses  Resultates  liegt 
darin,  daß  der  Deferent  eines  Punktes  von  2r  mit  keiner  Geraden 
des  Raumes  mehr  als  zwei  Punkte  gemein  haben  kann,  oder  er 
ist  eine  Ebene.  Die  Deferenten  des  Raumes  2’  sind 
daher  Ebenen  oder  nicht  geradlinige  Flächen  zweiter 
Ordnung. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kugeln  von  J7',  welche  zwei 
beliebige  Punkte  P'D'  gemein  haben,  ist  die  gemeinsame  Schnitt- 
kurve X der  beiden  Deferenten  77'  und  A ' dieser  beiden  Punkte 
mit  der  Zentralebene  des  durch  diese  Punkte  als  Grundpunkte 
bestimmten  elliptischen  Bündels.  Ist  77'  eine  nichtgeradlinige 
Fläche  zweiter  Ordnung,  so  ist  die  X ein  Kegelschnitt,  der  in 
einen  Punkt  ausarten  oder  imaginär  werden  kann.  Ist  aber 
77'  eine  Ebene,  so  wird  die  X eine  Gerade.  Da  nun  auch  A! 
durch  X hindurchgeht,  muß  nach  obigem  Resultate  auch  A ' eine 
Ebene  sein,  und  es  folgt:  Wenn  einer  der  Deferenten 
von  2'  eine  Ebene  ist,  so  sind  alle  Deferenten 
dieses  Raumes  Ebenen. 

Auch  wenn  die  11'  durchweg  einzweideutig  ist,  also 
jede  Kugel  von  F einem  Punktepaar  von  2’  entspricht,  sind 
die  Deferenten  von  2 ' Ebenen.  Sie  sind  die  Zentralebenen  der 
elliptischen  Kugelbündel,  die  diese  Punktepaare  als  Grundpunkte 
besitzen. 


x)  Die  Kugeln  eines  elliptischen  Bündels  haben  zwei  reelle  Punkte 
gemein,  die  Grundpunkte. 
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* Die  Deferenten  von  2'  seien  Ebenen  unabhängig  davon, 

ob  die  IT  Eineindeutigkeit  oder  Einzweideutigkeit  hat.  A'B' 
seien  zwei  Punkte  einer  Kugel  ri  von  J7,  deren  entsprechende 
Kugeln  aß  einander  schneiden  mögen.  Wenn  die  U-]  der  ri 
außer  P noch  einen  zweiten  Punkt  P1  zuordnet,  so  ist  der 
Deferent  von  P eine  Ebene.  Es  läßt  sich  zeigen?  daß  dieser 
Deferent  auch  dann  eine  Ebene  ist,  wenn  der  ri  außer  P kein 
zweiter  Punkt  entspricht.  Sei  C'  ein  dritter  Punkt  von  ri  und  y 
die  entsprechende  Kugel.  Schneiden  sich  nun  die  drei  ebenen 
Deferenten  der  Punkte  A'B' C'  in  der  Achse1)  des  durch  diese 
Punkte  bestimmten  Kreises,  so  haben  diese  Punkte  oo1  Kugeln 
von  r gemein.  Dann  gehört  y dem  elliptischen  Büschel  aß, 
also  auch  dem  parabolischen  Bündel  Vaß  an.  In  jedem  anderen 
Falle  gibt  es  außer  ri  keine  weitere  Kugel  durch  A'B'C',  und 
y ist  eine  Kugel  des  parabolischen  Bündels  Vaß,  weil  dann 
aßy  außer  P keinen  weiteren  Punkt  gemein  haben  können. 
Daraus  folgt:  Wenn  dieDeferenten  des  einen  Raumes 
Ebenen  sind,  so  sind  auch  die  Deferenten  des 
anderen  Ebenen  unabhängig  davon,  ob  die  vor- 
7*  gelegte  Transformation  eineindeutig  oder  ein- 

zweideutig ist.  Die  oben  definierten  Transformationen  lassen 
sich  jetzt  nach  folgenden  Gesichtspunkten  einteilen. 

Lehrsatz:  Die  doppelseitigen  Punkt -Kugel- 
Transformationen  zerfallen  in  Transformationen 
erster  Art,  bei  denen  die  Punkt-Deferenten 
in  beiden  Räumen  die  Zentralebenen  von 
Kugelbündeln  sind,  und  in  Transformationen 
zweiter  Art,  bei  denen  diese  Deferenten 
durch  nichtgeradlinige  Flächen  zweiter 
Ordnung  gebildet  werden. 

Die  weiteren  Untersuchungen  wenden  sich  nur  den  Trans- 
formationen erster  Art  zu.  Daß  es  Transformationen  zweiter 
Art  überhaupt  gibt,  beweist  das  Beispiel  der  Dilatation2). 

I *)  Im  Raume  verstehen  wir  unter  der  Achse  eines  Kreises  diejenige 

Gerade,  die  in  seinem  Mittelpunkt  auf  der  Ebene  des  Kreises  senkrecht  steht. 

2)  Lie-Scheffers,  Geometrie  der  Berührungstransformationen  1896 
Teil  I S.  14. 
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Die  U ordne  jedem  Punkte  P diejenige  Kugel  ri  und  die  U' 
jedem  Punkte  A'  diejenige  Kugel  a zu,  die  P bezw.  A'  als  Mittel- 
punkt und  einen  für  die  ganze  Transformation  konstanten  Radius  r 
besitzt.  Beschreibt  P die  a , so  dreht  sich  ui’  um  A'.  In  dieser 
eineindeutigen  doppelseitigen  Punkt-Kugeltransformation  ist  der 
Deferent  eihes  Punktes  die  diesem  Punkte  zugeordnete  Kugel, 
also  eine  nichtgeradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung. 

§2. 

Um  die  allgemeinste  Transformation  erster  Art  zu  erhalten, 
möge  zunächst  das  System  P der  Kugeln  von  2'  untersucht 
werden.  In  einer  Transformation  erster  Art  ordnet  die  U den 
Punkten  jeder  Kugel  q von  F die  Kugeln  eines  elliptischen 
oder  parabolischen  Bündels  von  F1  zu.  Im  ersten  Falle  ent- 
sprechen der  q zwei  Punkte  R'  R/,  die  beiden  Grundpunkte  des 
elliptischen  Bündels,  die  im  letzteren  Falle  in  einen  Punkt 
R'  = Rx'  zusammenfallen , den  Grundpunkt  des  parabolischen 
Bündels.  Als  Vertreter  des  Bündels  muß  im  parabolischen  Falle 
außer  dem  Grundpunkte  noch  die  durch  ihn  gehende  Achse  des 
Bündels  gedacht  werden.  Geht  eine  Kugel  des  Systems  F 
durch  den  einen  Grundpunkt  eines  Bündels  von  Fr,  so  muß  sie 
auch  durch  den  andern  gehen,  sie  gehört  also  diesem  Bündel  an. 
Da  es  nun  in  einem  Bündel  stets  oo 1 Kugeln  gibt,  die  durch  einen 
beliebig  vorgelegten  Punkt  Q'  des  Raumes  laufen,  und  da  zu- 
folge des  eben  Gesagten  diese  co1  Kugeln  auch  Kugeln  des 
Bündels  Q'  sind,  so  haben  zwei  beliebige  Bündel  des 
Systems/7'  stets  einen  Kugelbüschel  gemein.  Sollen 
aber  zwei  Bündel  einen  Büschel  gemein  haben,  so  müssen  sich 
ihre  Achsen  schneiden.  Diese  Forderung  könnte  dadurch  er- 
füllt sein,  daß  die  Achsen  der  Bündel  von  F’  in  einer  Ebene 
liegen.  Das  aber  ist  ausgeschlossen,  da  jeder  beliebige  Punkt 
des  Raumes  Träger  der  Achse  eines  dieser  Bündel  ist.  Es 
bleibt  somit  nur  die  Möglichkeit:  Die  Achsen  der  Bündel 
von  F'  gehen  durch  einen  festen  Punkt  0'.  Jeder 
Bündel  des  Systems  rr  hat  nun  mit  einem  beliebigen  als  fest 
gewählten  Bündel  W von  /'  einen  Kugelbüschel  gemein.  Die 
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Kugeln  von  F'  besitzen  demnach  in  0'  dieselbe  Potenz,  nämlich 
die  von  W in  0\  Das  heißt  aber:  Das  System  P ist  ein 
Gebüsch  mit  Of  als  Zentrum.  Wegen  der  Äquivalenz  der 
Transformationen  U und  IV  muß  auch  r ein  Gebüsch  sein. 

Durch  zwei  Punkte,  die  kein  Punktepaar1)  des  Gebüsches 
rr  bilden,  gehen  stets  oo1  Kugeln  dieses  Gebüsches.  Die  diesen 
Punkten  in  der  IT  zugeordneten  beiden  Kugeln  von  r haben 
also  go1  Punkte  gemein2).  Daher  kann  r nur  elliptisch  sein, 
denn  nur  im  elliptischen  Gebüsch  schneidet  jede  Kugel  jede 
andere  des  Systems.  Wir  gelangen  zu  dem 

Lehrsatz:  Die  Transformationen  erster  Art 
sind  die  einzweideutigen.  Die  Kugelsysteme 
rr’  der  beiden  aufeinander  bezogenen  Räume 
sind  elliptische  Gebüsche. 

§3- 

Nach  dem  in  § 2 gefundenen  Lehrsatz  läuft  die  Aufgabe, 
alle  Transformationen  U1T  erster  Art  zu  finden,  darauf  hinaus, 
in  zwei  elliptischen  Gebüschen  FT'  den  Punktepaaren  des  einen 
die  Kugeln  des  anderen  so  zuzuordnen,  daß  einer  Kugel  des 
einen  ein  Bündel  des  anderen  entspricht.  Die  VL  läßt  sich  dar- 
stellen als  das  Produkt  U — % • aus  einer  Punkttransformation 
% die  jedem  Punktepaar  PP2  von  F einen  Punkt  P0'  des 
Raumes  2r  zuordnet,  und  aus  einer  Transformation  W,  vermöge 
welcher  jedem  Punkte  P0'  die  zu  ihm  als  Mittelpunkt  gehörige 
Kugel  7i ' von  P entspricht.  Die  letztere  Verwandtschaft,  die 
jedem  Punkte  die  um  ihn  geschlagene  Kugel  eines  Gebüsches 
zuweist,  soll  im  Anschluß  an  den  von  Moutard3)  eingeführten 

*)  Im  parabolischen  Gebüsch,  nm  das  es  sich  hier  neben  einem 
elliptischen  noch  handeln  könnte,  muß  das  Gebüschzentrum  als  der  eine, 
allen  Punktpaaren  gemeinsame  Punkt  angesehen  werden. 

2)  Bilden  die  beiden  Punkte  ein  Punktepaar  von  P',  so  gehen  durch 
sie  ao 2 Kugeln  des  Gebüschs.  Die  beiden  diesen  Punkten  zugeordneten 
Kugeln  haben  demnach  oo 2 Punkte  gemein,  sie  sind  identisch. 

a)  Moutard,  Note  sur  la  transformation  par  Kayons  vecteurs  reci- 
proques.  Nouvelles  Annales,  1864  S.  307. 
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Begriff  der  anallagmatischen  Flächen  als  eine  anallagmatische 
Transformation  bezeichnet  werden.  Die  £ wollen  wir 
ihrerseits  wieder  in  zwei  gesonderte  Transformationen  zerfallen. 
Ihr  erster  Bestandteil  ist  eine  ausgezeichnete  Transformation 
@,  die  jedem  Punktepaar  PPX  von  F die  Zentralebene  p des 
elliptischen  Kugelbündels  zuordnet,  welches  dieses  Punktepaar 
als  Grundpunkte  besitzt.  Die  p soll  kurz  die  Zentralebene 
des  Punktepaares  PPt  heißen.  Der  zweite  Bestandteil  von 
% ist  eine  Transformation  33,  die  jede  Ebene  p in  einen  Punkt 
P0'  von  2’  überführt.  Die  obigen  Untersuchungen  lassen  sich 
unter  analoger  Bezeichnungs weise  für  die  Transformation  IT 
ausführen.  Man  gelangt  so  zu  den  symbolischen  Gleichungen 

u = $.E'  = @-iB-2r,  ü'  = k'-w  = &-w-yi. 

Die  @ besitzt  umkehrbare  Eindeutigkeit.  Auch  die  33  muß 
diese  Eigenschaft  haben.  Beschreibt  ein  Punktepaar  PPX  eine 
Kugel  a von  r,  so  dreht  sich  seine  Zentralebene  p um  den 
Mittelpunkt  A0  dieser  Kugel.  Die  dem  P I>1  zugeordnete  Kugel 
7i  beschreibt  dann  einen  elliptischen  Bündel,  welcher  das  der 
a in  IT-1  zugeordnete  Punktepaar  A'AX'  als  Grundpunkte  be- 
sitzt. Der  Mittelpunkt  P0'  dieser  Kugel  wandert  dabei  auf  der 
Zentralebene  a'  von  A'A/  bezüglich  des  Gebüsches  F . Die  ar 
ist  dem  A0  in  der  33'-1  zugeordnet  und  der  Punkt  P0'  der  p 
in  der  33.  Die  beiden  Transformationen  33  und  33'” 1 besitzen 
also  die  fundamentale  Eigenschaft:  Dreht  sich  eine  Ebene  um 
einen  festen  Punkt,  so  beschreibt  der  dieser  Ebene  in  der  einen 
Transformation  zugeordnete  Punkt  eine  Ebene,  und  zwar  die- 
jenige, welche  diesem  festen  Punkte  in  der  anderen  Trans- 
formation entspricht.  Man  erkennt,  daß  33  und  33'” 1 die  Be- 
standteile einer  Korrelation  © sind.  Die  33  ordnet  den  Ebenen 
des  ersten  Raumes  die  Punkte  des  zweiten  zu,  die  33'” 1 führt 
die  Punkte  des  ersten  Raumes  in  die  Ebenen  des  zweiten  über. 
Die  %'  hängt  in  derselben  Weise  mit  der  (£_1  zusammen  wie 
die  % mit  der  (£.  Es  gelten  also  die  Gleichungen  % = © • (£ 
und  £'=©'. (ä;-1. 

Lehrsatz:  Jede  Transformation  U kann  dar- 
gestellt werden  als  das  Produkt 
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aus  einer  ausgezeichneten  Transformation  ©r 
einer  Korrelation  (£  und  einer  anallagmatischen 
Transformation  2T. 

Je  nachdem  nun  die  (£  eine  allgemeine  Korrelation  (£  ist 
oder  je  nachdem  sie  involutorisch  ist,  und  zwar  ein  Polarsystem 
$ oder  ein  Nullsystem  9t,  erhalten  wir  drei  voneinander  ver- 
schiedene U-Transformationen 

Uk|fc  6-^51'  = £k-ST 

un=©.9T2r=£n-2r. 

§4 

1.  Die  (2>  ordnete  jedem  Punktepaar  P P±  eines  elliptischen 
Gebüsches  seine  Zentralebene  p zu.  Daher  entspricht  zwei  im 
Gebüsch  inversen  Figuren  stets  ein  und  dasselbe  Gebilde.  Eine 
Kurve  X des  Raumes  wird  durch  die  © in  eine  Fläche  A von 
gewisser  Klasse  übergeführt.  Die  den  Ebenen  eines  Punktes  P 
in  der  (E>_1  zugeordneten  Punktepaare  erfüllen  die  zu  P als 
^ Mittelpunkt  gehörige  Kugel  n des  Gebüsches.  Hat  n mit  der  l 

insgesamt  n Punkte  gemein,  so  gehen  durch  P insgesamt  n- 
Tangentialebenen  der  A.  Fordert  man,  wie  es  bei  den  Kegeln 
* zweiter  Klasse  der  Fall  ist,  daß  durch  keinen  Punkt  des  Raumes 

mehr  als  zwei  Tangentialebenen  der  A laufen,  so  darf  die  l 
mit  keiner  Kugel  des  Gebüsches  mehr  als  zwei  reelle  Punkte 
gemein  haben.  Die  einzigen  Kurven,  die  dieser  Forderung  ge- 
nügen, sind  die  Geraden  und  Kreise.  Da  jeder  Kreis  ar 
dessen  Ebene  nicht  durch  das  Gebüschzentrum  0 geht,  auf  einer 
bestimmten  Kugel  ^ des  Gebüsches  liegt,  gehen  die  vermöge 
der  © den  Punkten  von  a zugeordneten*  Ebenen  durch  den 
Mittelpunkt  M dieser  Kugel.  Die  einem  Punkte  P zugeordnete 
Ebene  p steht  senkrecht  auf  dem  Strahl  OP.  Beschreibt  P 
den  a,  so  beschreibt  0 P einen  Kegel  W aus  0,  und  p beschreibt 
den  Supplementärkegel1)  W0  aus  M.  Liegt  a in  einer  Ebene 

’i  9 Zwei  Kegel  von  der  Eigenschaft,  daß  jede  Erzengende  des  einen- 

senkrecht  steht  auf  einer  Tangentialebene  des  anderen,  sollen  Supplementär- 
kegel  heißen.  Ist  der  eine  ein  Rotationskegel,  so  ist  es  auch  der  andere,, 
f und  die  Öffnungswinkel  beider  sind  Supplementwinkel. 
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•des  Gebüsches,  so  artet  der  W in  einen  Strahlenbüschel  aus, 
und  die  vorangehenden  Betrachtungen  versagen.  In  diesem  Falle 
entspricht  dem  a in  der  © ein  Zylinder  zweiter  Klasse,  dessen 
Mantellinien  auf  der  Ebene  von  a senkrecht  stehen.  Wir  finden : 
Einem  Kreise  des  Raumes  entspricht  in  der  © ein 
Zylinder  bezw.  ein  Kegel  zweiter  Klasse,  je  nach- 
dem seine  Ebene  durch  0 geht  oder  nicht. 

Auch  jede  Fläche  G wird  durch  die  © in  eine  Fläche  G0 
von  bestimmter  Klasse  übergeführt.  Schneidet  die  zu  einem 
Punkte  P als  Mittelpunkt  gehörige  Kugel  n des  Gebüsches  die 
6 in  einer  Kurve  A,  die  aus  dem  Gebüschzentrum  0 durch 
einen  Kegel  W von  nter  Ordnung  projiziert  wird,  so  bilden  die 
durch  P gehenden  Tangentialebenen  der  0O  einen  Kegel  Wn 
von  nter  Klasse.  Dieser  Kegel  !F0  ist  der  zu  P als  Scheitel 
gehörige  Supplementärkegel  von  W.  Es  ist  dann  auch  G0  von 
nter  Klasse.  Soll  nun  die  G0  von  zweiter  Klasse  werden,  so 
muß  auch  der  W0  von  zweiter  Klasse  sein.  Dies  kann,  da  Wt) 
der  Schnittkurve  A von  G und  n in  der  © zugeordnet  ist,  zu- 
folge des  oben  Gesagten  nur  dann  eintreten,  wenn  die  A ein 
Kreis  wird.  Die  G muß  somit  von  jeder  Kugel  des  Gebüsches 
in  einem  Kreis  geschnitten  werden,  d.  h.  sie  ist  eine  Kugel  oder 
Ebene.  Die  einzigen  Fl ächen,  denen  in  der  © Flächen 
zweiter  Klasse  entsprechen,  sind  die  Kugeln  und 
Ebenen.  Geht  die  Ebene  eines  Kreises  a durch  0,  so  schneidet 
dieselbe  den  diesem  Kreise  zugeordneten  Zylinder  zweiter  Klasse 
in  einem  Kegelschnitt  o.  Dieser  Kegelschnitt  ist  ein  Normal- 
schnitt des  Zylinders  und  besitzt  die  Verb  in  dungsgerade  von  0 
mit  dem  Mittelpunkt  A von  a als  eine  Symmetrieachse.  Rotiert 
nun  a um  OA,  so  beschreibt  a eine  Kugel  und  o eine  Um- 
drehungsfläche zweiter  Ordnung.  Jeder  Kugel  des  Raumes 
ist  durch©  eine  Umdrehungsfläche  zweiter  Klasse 
zugeordnet,  deren  Achse  den  Mittelpunkt  dieser 
Kugel  mit  0 verbindet. 

2.  Die  Punkttransformation  % entsteht  aus  der  ©,  indem 
man  nach  © eine  Korrelation  © anwendet.  Der  einem  Kreise 
durch  die  © zugeordnete  Kegel  zweiter  Klasse  wird  nun  durch 
die  (£  in  einen  Kegelschnitt  übergeführt,  dessen  Ebene  dem 
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Scheitel  des  Kegels  entspricht.  Die  einer  Kugel  durch  die  0 
zugeordnete  Fläche  zweiter  Klasse  aber  geht  durch  die  © in 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  über.  Bedenken  wir  ferner,  daß 
die  Aufeinanderfolge  die  U liefert,  und  daß  in  einer 

anallagmatischen  Transformation  2T  einem  Kegelschnitt  als 
Deferent  eine  Dupinsche  Zyklide,  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
eine  allgemeine  Zyklide  entspricht1),  so  gelangen  wir  zu  dem 

Lehrsatz:  Die  U ordnet  jedem  Kreise  des 
Raumes  eine  Dupinsche  Zyklide  und  jeder 
Kugel  eine  allgemeine  Zyklide  zu.  Diese 
Zykliden  besitzen  als  Deferenten  die  Kurve 
bezw.  die  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  dem 
Kreis  bezw.  der  Kugel  in  der  Punkttrans- 
formationS  entspricht.  Die  Kugeln  (Ebenen) 
sind  die  einzigen  Flä ehen,  welche  in  Zykliden 
übergehen. 

Ist  der  betreffende  Kreis  ein  Kreis  des  Gebüsches  JH,  so 
entspricht  ihm  in  der  0 ein  Ebenenbüschel  erster  Ordnung, 
j Dieser  hat  die  Achse  des  Kreises  zum  Träger  und  geht  in  der 

& in  eine  gerade  Punktreihe’  über.  Die  Dupinsche  Zyklide 
artet  in  diesem  Falle  in  einen  Kugelbüschel  aus,  der  diese 
ty  gerade  Punktreihe  als  Zentrale  besitzt.  Ist  die  betretende 

Kugel  eine  Kugel  des  Gebüsches,  so  entspricht  ihr  in  der  0 
ein  Ebenenbündel,  in  der  £ = &•&  also  ein  ebenes  Punktfeld. 
Der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist  das  Zentrum  dieses  Ebenen- 
bündels. Die  allgemeine  Zyklide  artet  in  diesem  Falle  in  einen 
Kugelbündel  aus,  der  das  ebene  Punktfeld  zur  Zentralebene  hat. 

§5. 

Es  sei  W eine  vorgelegte  algebraische  Fläche  und  % ihr 
Deferent  bezüglich  des  Gebüsches  I)  das  heißt  der  Ort  der 
Mittelpunkte  aller  dem  Gebüsch  angehörenden-  Berührungskugeln 
j von  W.  Um  den  Mittelpunkt  Q der  Kugel  von  r zu  finden, 


*)  Doehlemann,  Geometrische  Transformationen,  1908  Teil  II  S.  263. 
Fischer.  ' 2 


welche  die  W in  einem  ihrer  Punkte  P berührt,  beachte  man, 
daß  diese  Kugel  auch  durch  den  inversen  Punkt  P±  von  P geht. 
Q ist  der  Schnitt  der  Zentralebene  p von  P I>1  mit  der  Normalen 
der  W in  P.  Beschreibt  P die  W,  so  beschreibt  Q die  und  p 
umhüllt  eine  Fläche  W0.  Es  läßt  sich  zeigen,  daß  die  beiden 
Flächen  % und  W0  identisch  sind.  Die  zu  einem  Punkte  R des 
Raumes  als  Mittelpunkt  gehörige  Kugel  g von  F schneidet 
nämlich  die  W in  einer  gewissen  Raumkurve  a.  Die  Zentral- 
ebenen der  Punkte  von  a gehen  durch  R.  Sie  bilden  die  Ebenen 
des  Tangentialkegels  von  R an  die  W0.  Berührt  aber  g die  ¥, 
so  artet  die  a im  allgemeinen  in  einen  Punkt  aus.  Dann  geht 
durch  R nur  eine  Tangentialebene  an  die  ?F0,  und  R ist  ihr 
Berührungspunkt.  Daraus  folgt:  Die  einer  Fläche  W in 
der  © zugeordnete  Fläche  W0  ist  der  Deferent 
von  IF1). 

Ist  die  W eine  Kugel  x,  so  wird  die  !F0  eine  Umdrehungs- 
fläche zweiter  Ordnung.  Man  ordne  nun  jedem  Punkte  P des 
Raumes  den  Berührungskreis  n der  durch  ihn  gehenden  Tangential- 
ebenen von  x zu  und  diesem  Kreise  wiederum  den  Mittelpunkt 
P0  der  durch  ihn  gehenden  Kugel  des  Gebüsches.  Dann  erhält 
man  eine  umkehrbar  eindeutige  Verwandtschaft  Q der  Punkte 
P und  P0.  Durch  den  Kreis  n geht  die  zu  P als  Mittelpunkt 
gehörige  Orthogonalkugel  von  x,  und  seine  Ebene  ist  die  Polar- 
ebene von  P bezüglich  der  x.  Der  Punkt  P0  ist  der  Scheitel 
des  Kegels  zweiter  Klasse,  der  dem  n in  der  © entspricht.  Ist 
P ein  Punkt  von  x,  so  wird  P0  der  Mittelpunkt  der  dem  Ge- 
büsch r angehörenden  Berührungskugel  von  x in  P,  und  man 
erkennt,  daß  die  x durch  die  Q in  ihren  Deferenten  über- 
geführt wird. 

Je  zwei  in  der  Q einander  zugeordnete  Punkte  P 
und  P0  liegen  als  die  Mittelpunkte  zweier  durch  n gehender 
Kugeln  mit  dem  Mittelpunkt  A von  x in  einer  Ge- 
raden. Ist  P ein  Punkt  der  Potenzebene  1 zwischen  x und 
der  imaginären  Orthogonalkugel  von  F,  die  durch  die  Grund- 


J)  Diesen  Satz  findet  man  in  anderer  Form  bei  Doehlemann,  Trans- 
formationen II  S.  262. 
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s kugel A)  des  Gebüsches  reell  vertreten  wird,  so  wird  P0  — P, 

weil  jeder  Punkt  dieser  Ebene  der  Mittelpunkt  einer  Kugel  ist, 
die  erstens  die  x orthogonal  schneidet  und  zweitens  dem  Ge- 
büsch angehört.  Jeder  Punkt  von  1 ist  demnach  in  der 
Q sich  selbst  zugeordnet.  Beschreibt  P eine  Ebene  e 
des  Raumes,  so  drehen  sich  die  Polarebenen  von  P um  den  Pol 
E dieser  Ebene.  Die  Berührungskreise  der  Tangentialkegel  von 
P an  die  x beschreiben  folglich  einen  elliptischen  sphärischen. 
Kreisbündel.  Die  Kreise  dieses  Bündels  schneiden  den  Kreis  s, 
den  die  durch  E zu  e gelegte  Parallelebene  auf  x ausschneidet, 
diametral.  Dieser  Kreis  wird  auch  von  den  Kugeln  des  Ge- 
büsches, die  man  durch  die  Kreise  des  sphärischen  Bündels  legen 
kann,  diametral  geschnitten.  Die  Kugeln  besitzen  demnach  auch 
in  E dieselbe  Potenz,  sie  sind  also  die  gemeinsamen  Kugeln 
zwischen  r und  einem  zweiten  elliptischen  Gebüsch  mit  E als 
Zentrum.  Daraus  aber  folgt,  daß  ihre  Mittelpunkte  auf  einer 
Ebene  e0  liegen,  denn  zwei  Gebüsche  haben  stets  einen  Bündel 
gemein.  Die  Q führt  also  jede  Ebene  des  Raumes 
wiederum  in  eine  Ebene  über.  Um  umgekehrt  die  einer 
ß Ebene  e0  durch  Q-1  zugeordnete  Ebene  e zu  finden,  suche  man 

den  Mittelpunkt  E desjenigen  Gebüsches,  welches  durch  den 
Bündel  von  U,  der  e0  als  Zentralebene  besitzt,  und  durch  die 
1 diesem  Bündel  nicht  angehörende  Kugel  x bestimmt  wird,  e ist 

dann  die  Polarebene  von  E in  bezug  auf  x.  Diese  Betrachtungen 
zeigen,  daß  die  Q eine  Zentralkollineation  ist.  Wir  er- 
halten den 

Lehrsatz : Jede  Kugel  x ist  auf  ihren  De- 
ferenten W0  zentralkolli near  bezogen.  Das 
Zentrum  dieser  Kollineation  ist  der  Mittel- 
punkt A von  x,  und  die  Kollineationseb ene 
ist  die  Potenzebene  der  x in  bezug  auf  die 
imaginäre  Orthogonalkugel  des  Gebüsches. 
Durch  die  Korrelation  (£  geht  die  ?P0  über  in  eine  Fläche 
WJ.  Diese  ist  der  Deferent  derjenigen  allgemeinen  Zyklide  W', 

*)  Die  Grnndkugel  eines  elliptischen  Gebüsches  ist  der  reelle  Vertreter 
seiner  imaginären  Orthogonalkugel  und  wird  von  den  Kugeln  des  Gebüsches 
diametral  geschnitten. 


2* 
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welche  der  Kugel  x in  der  Transformation  11  entspricht.  Die 
W kann  aus  der  F0'  durch  Anwendung  der  ©'-1  erhalten  werden. 
Wandert  nun  ein  Punkt  P'  des  Raumes  2*  auf  der  W,  so  um- 
hüllt die  durch  ©'  zugeordnete  Zentralehene  p'  die  W0',  der 
durch  £'=(£>'•  ©-1  zugeordnete  Punkt  P0  beschreibt  folglich 
die  W0,  und  die  durch  IT  = ©'•  (£-1  • 31  dem  P'  zugeordnete 
Kugel  n des  Gebüsches  F berührt  die  anfängliche  Kugel  x. 

Lehrsatz:  Die  allgemeinen  Zykliden  jedes 
der  beiden  Räume  2 bezw.  2'-  sind  ihren 
Deferenten  in  der  Transformation  ©_1  bezw. 
S'-1  zugeordnet.  Wandert  ein  Punkt  auf  einer 
der  Zykliden  des  einen  Raumes  2\  so  um- 
hüllen die  ihm  in  der  IT  zugeordneten  Kugeln 
eine  Kugel  des  anderen  Raumes,  und  zwar 
diejenige,  die  der  betreffenden  Zyklide  in 
der  ll-1  entspricht. 

Das  bei  der  Definition  unserer  U-Transformationen  so  wesent- 
liche Entsprechen  zwischen  den  Kugeln  des  einen  Gebüsches 
und  Punktepaaren  des  andern  überträgt  sich  demnach  dual  auf 
die  Kugeln  des  einen  Raumes  und  allgemeinen  Zykliden  des 
andern. 

§6- 

Nach  den  Ergebnissen  der  letzten  beiden  Paragraphen  führt 
die  © eine  jede  Kugel  a in  ihren  Deferenten  W0  über,  und  zwar 
ist  dieser  Deferent  eine  Umdrehungsfläche  zweiter  Ordnung, 
deren  Achse  durch  das  Zentrum  0 von  r läuft.  Ist  daher  die 
(£  ein  sphärisches  Polarsystem  (£*,  und  ist  die  Hauptkugel  des- 
selben mit  der  Grundkugel  von  r konzentrisch,  so  geht  die  W0 
durch  (£*  wiederum  in  eine  Umdrehungsfläche  W0’  über.  Die 
W0'  ist  mit  F0  koaxial.  Besitzt  nun  auch  F1  dasselbe  Zentrum 
0,  so  läßt  sich  durch  geeignete  Wahl  der  Konstanten  der  Trans- 
formation erreichen,  daß  die  Sy  der  Deferent  einer  Kugel  d 
bezüglich  des  Gebüsches  F1  wird.  Diese  ausgezeichnete  U- 
Transformation,  die  jeder  Kugel  a eine  Kugel  a zuordnet,  be- 
zeichnen wir  mit  U*  und  setzen 

U*  = 3v9l'=®-&*-2r. 
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* Bedenkt  man,  daß  alle  Kugeln  eines  Gebüsches  /,  die  eine 

Kugel  a berühren,  noch  eine  zweite  Kugel  umhüllen,  nämlich 
die  Inverse  a±  von  a,  und  bezeichnet  man  aaL  als  ein  Kugel- 
paar des  Raumes  2,  so  erkennt  man,  daß  die  U*  mit  einer  um- 
kehrbar eindeutigen  Verwandtschaft  ß der  Kugelpaare  von  22' 
verbunden  ist.  Ist  nämlich  a ' a / dem  a ax  in  der  U*  zugeordnet, 
so  entspricht  zufolge  des  am  Ende  von  § 5 ausgesprochenen 
Lehrsatzes  aax  dem  a!  in  der  1I*\  Die  Mittelpunkte  dieser 
vier  Kugeln  liegen  in  einer  Geraden  a durch  0. 

Die  Transformation  U*  zwischen  den  Punktepaaren  und 
Kugeln  der  beiden  konzentrischen  Gebüsche  überträgt  sich  auf 
die  Punktepaare  und  Kreise  der  beiden  konzentrischen  Kreis- 
bündel r und  r\  in  denen  eine  beliebige  durch  a gehende  Ebene 
die  Gebüsche  schneidet.  An  Stelle  der  Kugelpaare  treten  Kreis- 
paare der  Ebene;  die  Deferenten  dieser  Kreispaare  sind  Kegel- 
schnitte, deren  eine  Achse  durch  0 geht.  Die  Figur  des  An- 
hanges stellt  einen  Schnitt  der  genannten  Art  dar. 

Jedem  Punkte  von  a entspricht  in  der  U*  ein  Berührungs- 
^ kreis  von  a'.  Für  die  Punkte  aber,  welche  a mit  dem  Grund- 

kreis y von  r gemein  hat,  arten  diese  Kreise  in  die  durch  0 
gehenden  Tangenten  von  a’  aus.  Die  einem  Punkte  P von  y 
in  der  6 zugeordnete  Gerade  p (im  Raume  der  Zentralebene 
von  P entsprechend)  ist  nämlich  der  zu  OP  senkrechte  Strahl 
des  Strahlenbüschels  0.  Die  (£*  führt  die  p in  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  Geraden  OP  über,  dem  in  der  wiederum 
die  p entspricht.  Die  analoge  Eigenschaft  muß  nun  auch  für 
die  U*f  gelten.  Daraus  folgt : Zwei  zugeordnete  Kreise  a a sind 
stets  so  miteinander  verknüpft,  daß  die  durch  0 gehenden 
Tangenten  des  einen  senkrecht  stehen  auf  den  beiden  Geraden, 
welche  die  Schnittpunkte  des  andern  mit  dem  entsprechenden 
Grundkreis  aus  0 projizieren.  Insbesondere  sei  auf  folgenden 
Grenzfall  hingewiesen.  Geht  der  a durch  0,  so  fallen  die 
beiden  erwähnten  Tangenten  des  a zusammen  in  die  Tangente 
I von  a in  0.  Dann  rücken  auch  die  Schnittpunkte  von  a ' mit  y 

in  einen  Punkt,  und  o!  berührt  /.  Dieser  Punkt  ist  der  Schnitt 
der  Normalen  von  a in  0 mit  /. 
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Der  eine  Schnittpunkt  des  a mit  y sei  P.  A und  A'  seien 
die  Mittelpunkte  von  a und  a'.  Die  Verlängerung  von  PA 
schneidet  die  durch  0 gehende  zu  0 P senkrechte  Tangente  von 
a',  deren  Berührungspunkt  E sei,  in  E0.  Dieser  Punkt  ist  der 
Mittelpunkt  desjenigen  Kreises  e des  Bündels  r,  der  den  a in 
P berührt.  Daher  ist  E0  dem  Punktepaar  EEj  in  der  Trans- 
formation oder  also  der  Mittelsenkrechten  F M = e von  E E£ 
in  dem  Polarsystem  (£*  zugeordnet.  Dieses  zyklische  Polar- 
system, dessen  Ordnungskreis  0 als  Mittelpunkt  hat,  soll  durch 
die  folgenden  Betrachtungen  ausgemittelt  werden. 

Beschreibt  a den  parabolischen  Büschel  mit  P als  Zentrum 
und  PE0als  Zentrale,  so  beschreibt  a’  den  parabolischen  Büschel/ 
der  E als  Zentrum  und  E A'  als  Zentrale  besitzt.  Es  sei  nun  ß 
derjenige  Kreis  des  ersten  Büschels,  der  durch  0 und  wegen 
< P 0 E0  = 90 0 zugleich  durch  E0  geht.  Sein  Mittelpunkt  sei  B. 
Der  Mittelpunkt  B'  des  zugeordneten  Kreises  ß ' ist  der  Schnitt- 
punkt von  0 B mit  E A'.  Da  ß durch  0 geht,  berührt  ß’  den  y 
in  dem  Schnitt  I von  OB  mit  / (ygl.  den  oben  erwähnten 
Grenzfall). 

Es  seien  G und  H die  beiden  Schnittpunkte  von  0 P mit  /. 
Da  I der  innere  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise  ß'  yr  und 
OG||EB'  ist,  liegen  die  drei  Punkte  GIE  in  einer  Geraden, 
und  aus  der  Gleichheit  der  mit  einfachen  Bogen  gekennzeichneten 
Winkel  bei  H,  G und  I folgt,  daß  das  Viereck  E 1 0 H ein  Kreis- 
viereck wird.  Daher  läßt  sich  die  Potenz  des  Kreises  ßf  in  G 
leicht  berechnen.  Diese  wird,  wenn  c'  den  Radius  von  / be- 
deutet, gleich  GI-GE  = GO-GH  = 2 c'2,  also  gleich  dem  Quadrat 
des  Radius  des  zu  G als  Mittelpunkt  gehörigen  Kreises  von  F\ 
Dieser  Kreis  durchsetzt  demnach  den  ß'  orthogonal.  Nun  ist 
aber  auch  F als  Mitte  des  Punktepaares  E Ex  das  Zentrum  eines 
Kreises  von  Z7',  der  den  ßr  orthogonal  schneidet.  Daraus  folgt, 
daß  GF  die  Potenzlinie  zwischen  ßr  und  dem  imaginären  Ortho- 
gonalkreis von  V ist,  der  durch  y ' reell  vertreten  wird.  Daher 
ist  G F JL  0 B,  und  aus  der  Gleichheit  der  durch  doppelte  Bögen 
kenntlich  gemachten  Winkel  bei  G,  0 und  E0  ergibt  sich,  daß 
auch  das  Viereck  PGFE0  ein  Kreisviereck  ist,  somit  die  Relation 
OE0-OF  = OP*OG  = c*c'  besteht.  Der  Punkt  E0  ist  demnach 
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der  Geraden  e in  einem  zyklischen  Polarstem  zugeordnet, 
dessen  Ordnungskreis  0 als  Zentrum  und  den  Radius  k = j/c-c' 
besitzt. 

Lehrsatz:  Es  gibt  eine  U-Transformation 
U*,  die  den  Punkten  jeder  Kugel  des  einen 
Raumes  die  B erührungskugeln  einer  Kugel 
des  anderen  zuordnet.  Die  mit  der  U*  ver- 
bundene Korrelation  (£*  ist  ein  sphärisches 
Polarsystem.  Dieses  und  die  beiden  Ge- 
. büsche/V"'  sind  konzentrisch,  und  der  Radius 
seiner  Ordnungskugel  ist  das  geometrische 
Mittel  aus  den  Radien  der  beiden  .Grund- 
kugeln. Die  11*  führt  zu  einer  umkehrbar 
eindeutigen  V er  w and  tschaftß  zwischen  den 
Kugelpaaren  der  Räume  und 


Robert  Noske,  Großbetrieb  für  Dissertationsdruck,' Borna-Leipzig. 


THE  UBRMN  OF  THE 
.HU  8 1924 

UNtVERSlTY  OF  ILLINOIS 


f 


